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Abstract. The present work summarizes a didactical activity which was developed in a course of specialization for teachers of Mathematics at “Federico II” University of  Naples, during the academic year 2004/05. 

Starting with musical questions, here is constructed an algebraic-geometric model which allows to visualize isometries of the euclidean plane. The same model classifies some musical pieces, where it is adopted a particular criterion of composition. A detailed study on this matter was object of degree thesis and seminars, as testified in the references.

Matematica e Musica. 

Nella fase evolutiva c’è un momento dell’educazione, circa tra i 15 e i 20 anni, in cui viene privilegiata una componente razionale. Questo spirito porta a chiedersi il perché di certi fenomeni musicali, per cui ci si domanda, ad esempio, per quale motivo suonando la stessa nota con strumenti differenti, essa ci appare “più calda” o “più fredda”, o ancora, perché certe melodie ci appaiono più gradevoli di altre. Ad alcuni problemi fondamentali in musica si può rispondere meglio usando il raziocinio. Molte persone, anche quelle che hanno già ricevuto una loro educazione musicale, sono sorprese nel trovare una razionalità in problematiche che per tanto tempo hanno affrontato sotto un profilo emozionale. In realtà è possibile introdurre della razionalità nei fenomeni musicali.

Naturalmente la diversa inclinazione di ciascuno e la vastità delle problematiche esistenti portano a un trattamento settoriale.

Un filone molto suggestivo viene suggerito dall’armonia e dalla logica che sta dietro agli accordi. Esistono accordi, cioè tre o più note suonate contemporaneamente, che scritti in un modo ci fanno capire che siamo in una certa tonalità,  però scritti in un altro modo non portano più alla tonalità di prima e questi sono problemi di simmetrie. Insomma piccole banalità che si possono esprimere meglio quando si è fatto un discorso opportuno.

L’Offerta Musicale di J. S. Bach, senza una spiegazione filologica del contrappunto che c’è dietro, appare scarna, ma essa diventa una cosa estremamente interessante, quando si chiarisce la mentalità scientifica ben precisa che nasconde.

Figure del piano euclideo e modelli fisico - matematici.
L’oggetto del presente lavoro è formalizzare in termini matematici la possibilità di trovare analogie tra una riflessione di una  figura regolare del piano euclideo Π e una melodia musicale suonata per moto ascendente o per moto discendente. A tale scopo si introducono i diagrammi tempo – frequenza che traducono fisicamente e in modo rigoroso l’intuizione che si ha quando  suoniamo, ad esempio su un pianoforte, una scala di do maggiore “salendo” o “scendendo”.  Uno dei punti fondamentali sta proprio nel giungere a una descrizione corretta e interdisciplinare del concetto di simmetria piana, usando tali diagrammi.  Per quanto negli ultimi anni l’argomento sia stato trattato in vari convegni, articoli e pagine-web, spesso usando esempi simili tra loro, la novità di questo lavoro sta nel metodo con cui ricavare le equazioni che reggono un canone (equazioni (4.1) e (5.1)). Questo metodo consente una facile estensione a composizioni musicali in cui sia presente una logica compositiva, “particolarmente scientifica”.  Sotto tale profilo Mazzola (2002) e Scimemi (1997) rappresentano una vera e propria letteratura in materia.
Sembra opportuno osservare che gli studenti, che hanno partecipato allo svolgimento di questo lavoro, hanno affinato la capacità di visione dello spazio bidimensionale e al tempo stesso hanno compreso attraverso la musica come sia possibile rappresentare le regolarità in un modello fisico-matematico. Oltre alle prove di verifica, questa opinione è stata sincerata da un aumento, dopo pochi mesi dall’inizio dell’attività, della frequenza ai corsi di musica.
Il presente lavoro è suddiviso in 4 fasi in ordine di difficoltà progressivo. In particolare nell’ultima fase sarebbe interessante entrare più nel tecnico della questione, ma ci si limita a descrivere a grandi linee come vanno le cose, rimandando a Russo (2004) per uno studio più approfondito (si vedano anche Benson (2003); Fauvel, Flood, Wilson (2003); Galante (1998); Mazzola (2002); Scimemi (1983, 1992, 1994, 1997, 2002) ; Tannery (1902) come panorama tecnico della situazione ). 
1.Prima fase.
Rappresentazione grafica nel piano di traslazioni e riflessioni di una scala maggiore con diagrammi tempo – frequenza.

Forniamo alcuni esempi di isometrie del piano euclideo che in seguito ci
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torneranno utili.
 




 

Quello che accade visivamente, componendo opportunamente traslazioni e riflessioni, è molto interessante: possiamo avere figure esteticamente particolari, come ad esempio quelle in fig.1.3, riflettendo e traslando la R.


Si passa quindi a illustrare un brano musicale scritto con una logica di questo tipo. Il primo esempio che viene in mente è il comune esercizio pianistico (vedi fig. 1.4.) della scala di do maggiore: sull’ottava centrale di un pianoforte si parte dal do e si suona con una sola mano una successione di note, ognuna di ugual valore temporale, fino a ricoprire la lunghezza di un ottava, cioè fino al do successivo, procedendo da sinistra verso destra sulla tastiera. Tecnicamente abbiamo eseguito la scala naturale di do maggiore nel moto ascendente.
Un diagramma tempo-frequenza descritto in fig. 1.4 è in grado di descrivere l’evoluzione temporale di questo esperimento. Allo stesso modo, accordando la voce di un ragazzo, è possibile sostituire la mano che suona sul piano con la voce umana: avremo sempre una melodia che ha un andamento come in fig.1.4. Capiamo bene che i diagrammi tempo-frequenza possono solamente dare informazioni sull’altezza del fenomeno che stiamo osservando, ma non forniscono informazioni su altre grandezze che intervengono come l’intensità o il timbro.  
Nella fig.1.4 evidentemente la graduazione sulle ordinate, priva dei tasti neri dell’ottava centrale del pianoforte, non lede di generalità alla nostra trattazione, ma contribuisce a rendere più agevole l’esempio, evitando inutili formalismi. Quando infatti si vorranno aggiungere anche i tasti neri basterà inserire le frequenze che vi competono nel range considerato. Riflettendola rispetto all’asse verticale otteniamo la stessa scala per moto discendente, o moto contrario, come spesso si suol dire. 
La scala nel secondo quadrante in fig. 1.5 è la riflessa della scala nel primo quadrante, rispetto all’asse delle altezze (frequenze), e si dice scala di do maggiore per moto contrario.  
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Abbiamo così provato che è possibile trovare riflessioni anche in un semplice esercizio musicale.

Questa prima fase spesso si conclude con una simulazione con la tastiera elettrica  di quanto alle fig. 1.4 e 1.5  o, se c’è povertà di risorse multimediali, utilizzando la voce umana di un solo ragazzo. Questo ultimo artificio contribuisce notevolmente a dipanare un nodo concettuale forte quale può essere il concetto di riflessione piana. A tal riguardo sono istruttivi i suggerimenti didattici di M.Vicentini,  A.Arons, F.Enriques e G.Castelnuovo che si possono consultare in  Arons (1992); Fergola  (2002); Furinghetti (1990); Galante (1998).

2.Seconda fase.
Trasformazioni su scale a una o più voci.
E’ sorprendente esaminare alla luce delle sole traslazioni altri fenomeni, ad esempio il comportamento degli accordi e degli arpeggiati. Si parla di accordi quando suoniamo tre o più note contemporaneamente: se non si suonano assieme ma una dopo l’altra si parla di arpeggiati. Per semplicità limitiamoci a considerare i soli accordi di tre note, che per questo vengono dette triadi. La nota più grave dell’accordo ha un ruolo importante, perché in un certo senso da sola è sufficiente a stabilire un eventuale accompagnamento; fa armonia, e per questo le si da un nome. Non a caso la si chiama basso o fondamentale e tutto l’accordo si classifica in base alla posizione di questa  nota, pertanto si parla di stato o posizione di un accordo (vedi Basso (1985); Karolyi (1969)).  Ebbene anche accordi e arpeggiati sono suscettibili di schematizzazioni come visto in fig.1.4  e in fig.1.5. In realtà esiste tutta una branca della musica, peraltro molto antica, che si occupa della scienza degli accordi e delle regole per comporre. Si tratta dell’Armonia e del Contrappunto e i riferimenti bibliografici  suggeriscono un notevole legame interdisciplinare di questa disciplina con la  Storia, la Filosofia, le Lettere antiche e moderne, nonché con la Storia dell’arte.

Osserviamo esplicitamente che in tutti i grafici visti sinora è sempre un solo strumento che suona.

A questo punto sorge spontaneo domandarsi cosa possa accadere se è più di uno strumento a suonare e se intervengono non simultaneamente. Già con le due mani sulla tastiera, se trattate come voci distinte di strumenti distinti, accadono fenomeni di simmetria molto singolari. 

In proposito è istruttiva fig.2.1 dove si hanno scale a terze sempre di do maggiore: si tratta di un comune esercizio pianistico. Si notino le frecce che indicano la distanza tra le voci, dunque il termine di traslazione, nonché quello di riflessione rispetto all’asse z in fig.2.2.
La fig. 2.1 rappresenta di fatto una traslazione e risulta molto differente all’orecchio dei ragazzi, rispetto alla riflessione di cui alla fig. 1.5. In effetti fig. 2.1 consiste in un semplice canto a cappella a due voci, mentre nella fig. 1.5  a cantare era solo una voce.

Non è peregrino osservare che spesso nel commentare in classe questo argomento i ragazzi erano indotti a congetturare, argomentare e dimostrare il fatto che riflessioni e traslazioni siano isometrie piane strutturalmente molto distinte. In effetti l’esame della fig. 2.2 porta da sé al concetto di composizione tra isometrie piane. A questo punto si può introdurre il teorema di struttura di un isometria di Π, che  assicura che ogni isometria di Π può sempre scriversi come il prodotto di al più tre riflessioni con assi opportunamente scelti (si veda Choquet (1964) per una dimostrazione rigorosa). Tale strumento consente di classificare un brano musicale in virtù dell’isometria che gli è associata.
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3.Terza Fase.
I limiti del modello fisico – matematico.

Si può ulteriormente complicare la situazione inserendo una voce  che comincia a  suonare  in ritardo di  2 unità  di tempo  rispetto alla tastiera.  Il  successivo grafico  mostra  come  ciò accada.





A un certo momento della simulazione in fig.3.1, la ragazza, per quanto fosse intonata, non riesce più a salire. Allo stesso risultato si può pervenire anche se in luogo della mano destra e sinistra sulla tastiera venissero sostituiti due ragazzi, di stessa estensione vocale tra loro, ma più grave rispetto all’estensione vocale della ragazza. Analogamente dopo un certo numero di note non si è più in grado di salire. Questo aspetto conduce al problema di rappresentare opportunamente la realtà con un modello fisico – matematico e su cosa si intende per limite di un modello fisico – matematico. Oltre alla già citata impossibilità dei diagrammi tempo-frequenza di descrivere grandezze come il timbro e l’intensità, bisogna rispettare anche i cosiddetti limiti di orchestrazione, quando si ha a che fare con l’altezza. Ogni strumento musicale presenta uno spettro di frequenze entro il quale è possibile muoversi e i brani composti non possono non tener conto di questa restrizione naturale (vedi Basso (1985); Hofstadter (2001); Mazzola (2002)). 
Ancora più interessante è l’esame di un eventuale intreccio di queste voci come in fig.3.2. Nello stesso grafico di cui in fig.3.1 facciamo suonare per moto contrario, cioè riflettendo rispetto all’asse z, la voce più acuta. 
Per ulteriori artifici di questo genere, possiamo assegnare un motivo noto come “Fra Martino” (vedi   Galante (1998)), in luogo della scala di cui  in fig. 1.4, e richiedere di effettuarne la riflessa come in fig. 1.5. Nel procedere in questa direzione possiamo privilegiare un momento intuitivo, cioè cantando il motivo traslato o riflesso come richiesto, cui succede una formalizzazione in fieri come in fig. 1.5.  In tal modo ad ogni passo dell’operazione il ragazzo ha una sorta di controllo su ciò che sta svolgendo.





4.Quarta Fase.
Una melodia bachiana presa dall’Offerta Musicale.
Un canone è una forma musicale composta secondo le tecniche di riflessione e traslazione di cui si è parlato nelle fasi precedenti. Precisamente fissata una voce (1a-voce) e un motivo, ogni altra voce si ottiene dalla prima secondo una trasformazione di Π spesso indicata dall’autore stesso o celata sotto forma di enigma (si veda Basso (1985); Schweitzer (1967); Scimemi (1997)). A tal riguardo di può esaminare il canone per 2 violini in unisono n.2 dell’Offerta Musicale di Bach, in cui vige soltanto una traslazione tra i due violini che suonano. Nella partitura originale (vedi fig.4.1) compare anche un cembalo, ma esso ha solo ruolo di accompagnamento e non segue l’imitazione.
Nella fig. 4.2 viene riportata l’evoluzione temporale della prima voce (violino I) e della seconda voce (violino II) in un riferimento tempo – frequenza monometrico ortogonale con origine nel La a 440 Hz, come già introdotto in precedenza (vedi fig.1.4).
E’ evidente che la seconda voce ripete esattamente la prima voce cominciando dopo 16 pause di semicrome. Matematicamente possiamo esprimere questo procedimento imitativo con l’equazione di una traslazione del piano euclideo, precisamente:

                                d 2  = d 1  + 16 

                                 h 2  = h 1               

dove le incognite d 2  e  h 2 indicano la durata e l’altezza della seconda voce in fig. 4.2 e i valori d 1 e h 1  , che supponiamo assegnati, indicano la durata e l’altezza della  prima voce. Ciò significa che il violino II attacca dopo 16 pause di semicrome alla stessa altezza del violino I. Il vettore traslazione è (16, 0), parallelo all’asse delle durate nel sistema di riferimento introdotto. 

La (4.1) è dunque l’equazione che regge il canone.  (Si veda Russo (2004)  per maggiori dettagli).
Classificazione del canone n. 2 a 2 violini dell’Offerta Musicale di J.S.Bach.
 Dal teorema di classificazione delle isometrie di Π, tale canone è descritto completamente da (4.1). La (4.1) rappresenta una semplice traslazione τ parallela all’asse delle durate nel riferimento tempo – frequenza introdotto.  Così abbiamo che τ si riduce al prodotto di due riflessioni successive con assi paralleli ed a loro volta ortogonali all’asse delle durate. Ciò caratterizza τ, dunque il canone. 


Osservazioni  conclusive.
Il metodo descritto per analizzare il canone n. 2 a 2 violini dell’Offerta Musicale di J.S.Bach in  fig. 4.1 può essere esteso a canoni ad un numero arbitrario di voci (canoni a n-voci) per  avere un’idea di come si procede è sufficiente immaginare di fissare una voce del canone, ad esempio la prima, quindi di scrivere (n-1)-equazioni del tipo (4.1)  con n intero positivo, che possono presentarsi in forma più generale:

                                d 2  = a  d 1  +  b 

                                h 2  = c  h 1   + d             

dove a , b, c, d sono numeri reali arbitrari e al solito le incognite d2  e  h2 indicano la durata e l’altezza della seconda voce, mentre i valori d1 e h1 , che supponiamo assegnati, indicano la durata e l’altezza della prima voce.  Riconoscere isometrie e non isometrie tra equazioni del tipo (5.1), utilizzando ove necessario il teorema di struttura delle isometrie di Π, significa classificare armonicamente il canone. E’ interessante osservare che questo tipo di approccio alla forma canone consente d’altra parte un metodo per comporre. Assegnare i coefficienti a , b, c, d e i valori  d1 e h1 corrispondenti alla prima voce (voce fissata) in una equazione tipo (5.1) , risolvendo il sistema lineare che ne consegue, significa di fatto costruire un canone a due voci. E’ chiaro poi come si procede se si vogliono canoni a n-voci. Gli elaboratori elettronici forniscono grandi potenzialità di calcolo e una trattazione con sistemi lineari come appena visto è realizzabile con algoritmi elementari (si veda Assayag, Feichtinger, Rodrigues (2002); Benson (2003); Mazzola (2002)). Per questo motivo alcuni critici musicali sostengono che Bach fu uno dei primi compositori in questo filone di musica che va sotto il nome di musica algoritmica.  
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Fig.1.1 (Traslazioni) 


A’B’ è traslato da AB in modo parallelo all’asse x, nel verso delle x crescenti.


A’’B’’ è traslato da AB in modo parallelo all’asse y, nel verso delle y decrescenti.


Analogamente è possibile traslare secondo le x decrescenti o le y crescenti.
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Fig.1.2 (Riflessioni) 


A’B’ è il riflesso di AB rispetto all’asse x


A’’B’’ è il riflesso di AB rispetto all’asse y
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Asse delle altezze





Fig.4.2


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza del violino I e violino II nel canone n. 2 a 2 violini dell’Offerta Musicale di J.S.Bach in fig.4.1. 


Come unità di tempo per l’asse delle durate (ascisse) si è preso il valore più piccolo presente nella partitura, cioè la semicroma. Ogni altra nota ha durata multiplo intero di semicroma.


Per l’asse delle altezze abbiamo adoperato una banda di frequenze che copre l’estensione di 2 ottave sul pianoforte, tra i 264 e i 1046 Hz, comprendendo sia i tasti neri e che i tasti bianchi (semitono del temperamento equabile).


Per origine del sistema di assi coordinati si è scelto il la di riferimento a 440 Hz.


I valori riportati per le altezze corrispondono all’istante di attacco e agli istanti relativi alle note più acute e più gravi, raggiunte durante l’esecuzione del brano. 
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Fig.1.4


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della scala di do maggiore per moto ascendente. 


Nel sistema di riferimento monometrico ortogonale in figura è riportata la croma come unità di tempo  per le ascisse (durate o tempi), mentre sull’asse delle ordinate (altezze o frequenze) c’è la banda di frequenze relativa ai tasti bianchi dell’ottava centrale del pianoforte, con il la di riferimento a 440 Hz.





Fig.1.5


Rappresentazione grafica in un diagramma tempo – frequenza della scala di do maggiore  per moto discendente (contrario) e ascendente (retto).                                        





Fig.1.3 (Riflessioni) 


Riflessioni della lettera alfabetica R


























�
�
�
�
�
�
�
�
�
Asse z�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�






Asse delle altezze





Fig.2.1


Rappresentazione grafica della scala di do maggiore per terze di moto parallelo ascendente in un diagram-ma tempo-frequenza.





                    =mano sinistra       
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Fig.2.2


Rappresentazione grafica della scala di do maggiore per terze di moto parallelo ascendente e discendente in un diagramma tempo-frequenza.   


         


          =mano sinistra                 


                


�
�
�
                                                           





Asse delle altezze�
sol�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
fa�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
mi�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
re�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
do�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
Si�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
la�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
sol�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
fa�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
mi�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
re�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
do�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
si�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
      Hz   440    la�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
sol�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
fa�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
mi�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
re�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
do�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
♪�
♪�
♪�
si�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
♪�
     Asse delle durate�
�
�
�
�
la�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 





Fig.3.1


Esempio in un diagramma tempo – frequenza di tre scale di do maggiore, suonate da una voce umana e da un pianoforte, senza intreccio vocale. Come si può notare ogni scala è ottenuta traslando quella più in basso (mano sinistra),  procedendo di moto parallelo ascendente.


�
�
              �   = mano sinistra  (tastiera)                                     
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Fig.3.2


Esempio in un diagramma tempo – frequenza di tre scale di do maggiore, suonate da una voce umana e un pianoforte, con intreccio vocale. Come si nota l’intreccio avviene in corrispondenza del mi e del re dell’ottava sopra il la di riferimento a 440 Hz. 
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(4.1)





Fig. 4.1


Partitura  del canone n.2 a 2 violini dell’Offerta Musicale di J.S.Bach.


I primi due righi dall’alto (1a – voce e 2a – voce) corrispondono nell’ordine alla parte suonata dal violino I e dal violino II.


Il rigo più in basso corrisponde al basso continuo, la cui realizzazione è lasciata al cembalo.
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� Versione ridotta del seminario al corso di specializzazione “Un Approccio Scientifico alla Musica e all’Educazione Musicale”, Dipartimento di Matematica “R.Caccioppoli”, Napoli, 18 Maggio 2005.
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